56. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie C

. V roviné jsou dany dva rizné body L, M a kruznice k. Sestrojte trojuhelnik ABC co
nejvétsiho obsahu tak, aby jeho vrchol C' lezel na kruznici k, bod L byl sttedem strany
AC a bod M stredem strany BC'.

. Necht p, ¢, r jsou pfirozena ¢isla, pro néz plati p + r/p + ¢ + ¢ = 2 007.

a) Urcete, jakych hodnot mize nabyvat soucet p + ¢ + 7.

b) Urcete pocet vSech trojic (p, q,r) ptirozenych ¢isel, které vyhovuji dané rovnici.
. Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zékladnami AB, C'D lze vepsat kruznici se
sttedem O. Urcete obsah S lichobéZniku, jsou-li dany délky usecek OB a OC.

. Urcete nejvétsi dvojmistné ¢islo £ s nasledujici vlastnosti: existuje prirozené ¢islo IV,
z néhoz po skrtnuti prvni ¢islice zleva dostaneme ¢islo k-krat mensi. (Po vyskrtnuti
Cislice muze zapis ¢isla zacinat jednou ¢i nékolika nulami.) K uréenému ¢islu & pak
najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo V.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 27. brezna 2007

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodl, Gspésnym Tesitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie C

1. Pii rozboru uvazme libovolny trojihelnik ABC' s vrcholem C' na kruznici k, jehoz
strany AC, BC maji stfedy po fadé v bodech L, M (obr. 1). Protoze LM je stfedni ptickou
takového trojuhelniku, je jeho obsah roven ¢tyfnasobku obsahu trojihelniku LM C'. Tento
trojuhelnik mé pevnou stranu LM, takze jeho obsah je nejvétsi, prave kdyz je nejvetsi jeho
vyska z vrcholu C, tedy vzdalenost d bodu C' od ptfimky p urcené body L, M.

A
Obr. 1

Dodejme, ze misto srovnani obsahii trojiuhelniki ABC a LMC dojdeme ke stejné
podmince také takto: trojihelnik ABC' ma stranu AB pevné délky ¢ = 2|LM| a vysku
v. = 2d. Proto je jeho obsah %cvc roven 2|LM]| - d, takze je nejvétsi mozny, kdyZ je takova
vzdéalenost d.

Pro ktery bod C € k je vzdalenost d nejvétsi? Vedme bodem C' pfimku ¢ rovnobéznou
s primkou p. Je-li vzdalenost d nejvétsi mozna, musi celda kruznice k£ lezet ve stejné polo-
roviné s hrani¢ni pfimkou ¢ jako pfimka p (volbou bodu C € k uvnitf opa¢né poloroviny
bychom vzdalenost d zvétsili). Pfimka ¢ je proto nutné te¢nou kruznice k (rovnobéznou
s danou pfimkou p) a bod C' je jejim dotykovym bodem.

Odtud jiz plyne konstrukce: bod C urcime jako ten ze dvou prusecikti kruznice k
s kolmici na pfimku p vedenou stiedem S kruznice k, ktery méa od piimky p vétsi vzdalenost
(maji-li ji oba pruseéiky stejnou, vybereme kterykoliv z nich). Body A, B pak sestrojime
jako obrazy bodu C' v soumérnosti podle stiedu L, resp. M.

Diskuse: Tecny kruznice k rovnobézné s primkou LM maji od této primky dveé rizne
vzdalenosti, pravé kdyz stied S kruznice k na pfimce LM nelezi; tehdy ma tloha jediné
feseni. V opac¢ném pripadé, kdy stied S na pfimce LM lezi, mé tloha dvé feSeni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodl, z toho 3 body za nalezeni podminky maximalni vzdalenosti C' od LM,

2 body za postup konstrukce a 1 bod za spravné urceni obou moznych poctia reseni. Intuitivné jasné urceni
nejvzdalengjsiho bodu kruznice k od pfimky LM neni nutné zdtvodnovat (tfeti odstavec feSeni).

2. a) Spliuji-li pfirozena ¢isla p, ¢, 7 danou rovnici, dostaneme z ni vyjadieni

2007 —-p—gq
-

vpP+t4q



takze ¢islo /p + ¢ je racionélni, a tedy celé (odmocnina z pfirozeného ¢isla je totiz bud
¢islo celé, nebo ¢&islo iracionalni). Proto z rovnosti

2007 =p+rvp+aq+q=@p+q) +rvp+a=vp+a(vVp+q+r7)

dostavame rozklad ¢isla 2007 na dva celoc¢iselné Cinitele /p +q a /p + ¢ + r, pro které

ziejmé plati
I1<Vpt+qg<+p+qg+r.

Z rozkladu na prvoéinitele 2007 = 32 - 223 tudiz vidime, Ze jsou mozné pouze dva piipady,
které prehledné zapiseme do tabulky:

vPtq ptq+r p+q T p+q+r
3 669 — 9 666 — 675
9 223 81 214 295

Mozné hodnoty souctu p + g + r tedy jsou pouze dvé ¢isla: 675 a 295. (Konkrétni trojice
(p,q,7), které to prokazuji, nebudeme uvadét, protoze rovnou uréime v ¢asti b) jejich
pocet.)

b) Rovnost p+q+r = 675 nastane, pravé kdyz bude trojice (p, ¢, r) spliiovat podminky
p+q =9 ar = 666; takovych trojic je pravé tolik co dvojic (p, q), pro néz p+q = 9, tedy 8.

Rovnost p + ¢ + r = 295 nastane, pravé kdyz bude trojice (p, g, r) splilovat podminky
p+ q = 81 a r = 214; takovych trojic je pravé tolik co dvojic (p,q), pro néz p + g = 81,
tedy 80.

Za plné feSeni udélte 6 bodu, z toho 5 bodl za ¢ast a) a 1 bod za &ast b). Za ¢ast a) FeSeni udélte pouze
3 body, chybi-li v jinak plném postupu zdivodnéni, pro¢ je hodnota +/p + ¢ celé cislo.

3. Oznac¢me postupné K, L, M, N body dotyku vepsané kruznice po fadé se stranami
AB, BC,CD, DA (obr.2). Protoze ABCD je rovnoramenny lichobéznik, jeho vnitini ahly
u vrcholtt A4, B, C, D maji po fadé velikosti o, o, 180° — v a 180° — «v. Usecky OA, OB,

D M C

Obr. 2

OC, OD lezici na osach téchto uhlt proto spolu se ¢tyimi navzdjem shodnymi tseckami
OK, OL, OM, ON rozdéluji cely lichobéznik na osm pravouhlych trojuhelniki, které se
shoduji v jedné odveésné a maji ostré vnitini thly %a a 90° — %Oz. Téchto osm trojuhelniki
lze tudiz rozdélit do dvou ¢tveric shodnych trojuhelniki: jednu z nich tvoii trojihelniky



OAK, OAN, OBK, OBL a druhou trojuhelniky OCL, OCM, ODM a ODN. Odtud
plyne, ze obsah S lichobézniku ABCD je roven ¢tyfnasobku souctu obsahi trojuhelniki
OBL a OCL, tedy ¢tyinasobku obsahu trojihelniku O BC. Podle vnitinich hlt u vrcholi
B a C vidime, ze trojuhelnik OBC je pravouhly s odvésnami OB a OC, takze ma obsah

2|OB| - |OC| a hledany celkovy obsah S je tudiz S = 2|OB|- |OC].

Pozndmka. Mala obména ¢asti predchoziho postupu: je-li O stfed kruznice vepsané
tecnovému c¢tyruhelniku ABCD, je snadné ukazat, ze jeho obsah je roven dvojnasobku
souctu obsahti trojihelnikit OAB a OCD stejné jako trojuhelniki OBC a ODA. Posledni
dva trojihelniky jsou u naseho rovnoramenného lichobézniku ABCD shodné.

YN _ 7

Jiné reseni. Pro vysku v a strany a, b, ¢, d lichobézniku ABC'D s vepsanou kruznici
k(O,r) plati rovnosti v = 2r a a+c¢ = b+d. Z prvni z nich plyne, Ze stfed O lezi na stfedni
pricce lichobézniku, jejiz délka %(a + ¢) je podle druhé rovnosti rovna %(b + d). V nasem
pripadé ovSem plati b = d, takze stredni pricka je shodna s obéma rameny a bod O je jejim
stfedem, nebot rovnoramenny lichobéznik je osové soumérny. Dohromady dostavame, ze
bod O lezi na kruznici sestrojené nad primérem BC', a proto je O BC pravouhly trojihelnik
o obsahu %|OB |-|OC]. Jeho vyska na pfeponu BC' je vSak polomérem r vepsané kruznice k,
tudiz obsah trojihelniku O BC' je rovnéz roven %bm. Porovnanim obou vyjadfeni dostaneme
rovnost |OB| - |OC| = b - r. Pro hledany obsah S naseho lichobézniku proto plati

S:Q;C-v:b.gr:2.103|.|00|.

Za Uplné reseni udélte 6 bodtl, z toho pri prvnim postupu 3 body za zdivodnéni, ze dany lichobéznik je
slozen ze dvou c¢tveric shodnych trojuhelniki, nebo za rovnost typu Soap + Socp = Sopc + Sopa. Za
hlubsi poznatek S = 4-Spopc uz udélte 4 body. 1 bodem ocerite zjisténi, ze OBC je pravouhly trojuhelnik,
stejné jako postup, kdy fesitel pouze rozdé€li dany lichobéznik na C¢tyfi dvojice shodnych trojuhelnikt
a dalsiho pokroku v tvahach o jejich obsahu nedosahne.

4. Libovolné (m + 1)-mistné ptirozené ¢islo N s prvni ¢islici ¢ ma vyjadieni N =
=c-10™ + z, kde x je pravé to ¢islo, které dostaneme z ¢isla N po skrtnuti prvni ¢islice c.
Podle zad4ani m4 platit N = c¢-10™ + 2 = kz neboli ¢ - 10™ = (k — 1)x. Cislo k — 1 tedy
musi byt délitelem ¢isla c¢- 10", které ma ovSsem pouze jednociferné prvocinitele: prvocisla
2, 5 a prvocinitele z rozkladu ¢islice c¢. Budeme proto postupné testovat na prvocinitele
¢isla k — 1 pro nejvétsi dvojmistna k:

> k=99: k—1=098=2-72 nevyhovuje, nebot 72 { ¢ - 10™.

> k= 98: k — 1 =97 nevyhovuje, nebot 97 je dvojmistné prvocislo.

> k=97 k—1 =96 = 25-3 vyhovuje, nebot napiiklad 2°-3 | ¢-10™ pro ¢ = 3 a m = 5;
abychom dostali mensi NV, mizeme ovSem zvolit mensi m =4 a c = 3-2 = 6 (jiné ¢ pro

m = 4 nevyhovuje). Pro m < 3 uz vztah 25 - 3| ¢- 10™ neplati pro zadnou nenulovou

¢islici c.

Hledané nejvétsi dvojmistné £k je tedy 97. Podle predchozi diskuse urcime nejmensi
vyhovujici N, kterému odpovidd m = 4, c =6 a x = 6-10* : 96 = 625, takze N = 6-10* +
+ 625 = 60 625.

Odpovéd: Hledané k je rovno 97 a nejmensi vyhovujici N je 60 625.

Za Gplné feseni udélte 6 bodul, z toho 3 body za obecné zjisténi, ze ¢islo £ — 1 musi byt délitelem soucinu
nenulové ¢islice a mocniny ¢isla 10. Za tplné je tfeba povazovat i feseni, kdy jsou vylouceny hodnoty k = 99,
k = 98 oddélenymi postupy a pro hodnotu k = 97 je uréeno (nikoliv uhodnuto) nejmensi vyhovujici N. Pfi

jinak uplném feseni, kdy je pro k = 97 uvedeno sice vyhovujici, nikoliv vS§ak nejmensi mozné N (napfiklad
N = 303125), udélte 5 bodu.



